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Résumé 

Soit X une variété torique complexe projective non-singulière de dimension n, et E un fibré en 
droites équivariant et ample sur X . Notons par He,o l'espace des métriques hermitiennes C°° , positives 
et invariantes par l'action du tore compact de X. 

Dans cet article, nous introduisons Voo,*, une fonctionnelle sur He,o, nous étudions ses propriétés, 
et nous la comparerons à certaines fonctionnelles classiques. Comme application, nous étudions la 
variation de la torsion analytique holomorphe sur He,o- 
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1 Introduction 

Soit X une variété torique complexe non-singulière, et E un fibré en droites équivariant et ample sur 
X. Nous introduisons une nouvelle fonctionnelle sur l'espace de métriques admissibles et invariantes par 
l'action du tore compact de X sur E. Grâce à la structure combinatoire de la variété, nous établissons que 
cette fonctionnelle est majorée. Nous la comparons à certaines fonctionnelles classiques, comme consé- 
quence nous retrouvons quelques résultats classiques. 

Commençons par rappeller la construction de certaines fonctionnelles classiques, ainsi que les résultats 
associés. Soit X une variété compacte kàhlérienne, et E est un fibré en droites ample sur X. Soit coq une 
forme kàhlérienne dans la première classe de Chern c\{E). Si l'on pose 

H U0 = {ue C°°{X) | uj u := dd c u + LJ > 0}, 

alors cet ensemble s'identifie à l'ensemble des métriques C°° définies positives sur E. Classiquement, on 
définit deux fonctionnelles, E U)0 et C UJ01 sur - H CJQ . La première fonctionnelle £ u>01 appelée la fonctionnelle 
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d'énergie qui apparaît dans les travaux d'Aubin cf. [T] et Mabuchi cf. |11] „ elle est définie comme suit : 

1 - f _ ■ 

£M (n + l)!VolK) ^ J x U{MCU + ^ A ' VM G ?W 

On a. définit une métrique kàhlérienne sur X. et donc sur JCx- Soit w G H Wo , u définit une métrique 
sur E. Donc on dispose d'une métrique sur H°{X,L®Kx)- La fonctionnelle £ Wo est alors définie comme 
suit : 

4oH := --^logdet((s i ,Sj» 1 ^.^ JV Vu G 7C , 

avec si, . . . , s at est un ensemble orthogonal de sections globales de E ® Kx pour la métrique définie par 
ojq et formant une base pour H° (A, E <g) Kx ) , voir [5] . 
Si l'on pose, 

T — f — C 
Alors on montre, dans [3], le résultat suivant : 

Théorème 1.1. Soit K un groupe de Lie compact semi- simple qui agit transitivement sur X , et E un 
fibré en droites holomorphe K-homogène sur X . Soitujç, l'unique forme de Kàhler invariante par l'action 
de K sur X . On a, 

Fui (u) < Vue % Uo . 

Un des buts de cet article est présenter une nouvelle fonctionnelle notée Voo^.mj définie dans le cadre 
des variétés toriques non-singulières. Nous montrerons que le fait que E,m s °it bornée, implique une 
version faible du théorème ci-dessus. Plus précisément, on établit que si Voo, E,m es t bornée alors J- Uo l'est 
aussi. 

Notre second objectif est motivé par la conjecture de Gillet-Soulé qui prédit le comportement du dé- 
terminant régularisé (voir définition (|3.f quand la métrique varie sur le fibré E, cf. [H]. Lorsque X = P 1 , 
Berman utilise |3, corollaire 2] pour montrer cette conjecture, c'est à dire que le déterminant régularisé 
est majoré sur l'espace des métriques hermitiennes C°° sur 0(m), cf. [3j § 1.2.1]. Notons qu'en dimen- 
sion 1, cela revient à dire que l'opposé de la torsion analytique est majoré (voir ([?]))■ Nous étudions la 
variation de la torsion analytique holomorphe moyennant la fonctionnelle T4o,.E,m> nous établissons un 
résultat qui décrit la variation de la torsion analytique sur un espace de métriques sur un fibré en droites 
sur une variété torique non-singulière quelconque, par exemple P 1 . Ce résultat peut être vu comme une 
généralisation du [3J corollaire 4] dans le cadre des variétés toriques. 

Plan de l'article : Soit A (S) une variété torique projective non singulière de dimension n, et E un 
fibré en droites ample sur A(E). Nous commençons par associer à toute variété torique non singulière, 
une forme de volume continue, notée uj 7 ^ oc . Cette construction est canonique, dans le sens qu'on n'a pas 
besoin de définir, à priori, une métrique kàhlérienne sur le fibré tangent TA(£) et que son expression est 
déterminée uniquement par la combinatoire de la variété, c'est l'objet du théorème (|2.6I) . L'idée clé de 
la preuve utilise l'existence d'un recouvrement canonique associé à toute variété torique définie par un 
éventail. 

Soit h une métrique hermitienne continue sur E. On définit un produit hermitien sur A^ ' ^ (A (S), £?) , 
l'espace des fonctions C°° à coefficients dans E, comme suit : 

pour tous s, te A(°'°) (X (£),£). 
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On note par He,0i l'espace des métriques admissibles et invariantes par l'action du tore compact de 
X(S) sur E. 

Soit m G W, on introduit la fonctionnelle Voo e m sur T-Leoi définie comme suit (voir paragraphe 
(EU» : 

Définition 1.2. 5oi£ X(S) une variété torique projective complexe non singulière. Pour tout m G N>i, 
on définit surHEfi la fonctionnelle suivante : 

Voo, E , m (h) ~ \ogh L 2^ m ^ E + 2 / ch(E m , h m , hZ) y h G H E ,o- 

JX(S) 

où hoc est la métrique canonique de E, h^a ^m OOB le volume L 2 de H (XÇE),E) induit par ui Eoo et 
h m , et ch(E m , h m , h™) est la classe de Bott-Chern associée au caractère ch. Lorsque X(H) — P™, et 
E = 0(1), on notera cette fonctionnelle par Voo,m- 

Nous montrons que la fonctionnelle Voo, E,m es t majorée sur He,o, voir (théorème ((2H2J) ) : 
Théorème 1.3. Pour tout m G N>2, il existe une constante c m (resp. CE^m 

) qui dépend uniquement de 

m telle que 

Voo,m(h) < Cm V h eHoCl {h < hoo}, 

(resp.) 

Voo, E,m(h) < VheHEfinih^hoo}. 

Lorsque m>l, alors 

Voo, m (h) <c m VheHo, 

(resp.) 

Voo,E,m(h) < y h G He,q- 

Comme application, nous montrons un résultat donnant la variation de la torsion analytique holo- 
morphe lorsque la métrique varie sur Ho (resp. Hem) '■ 

Théorème 1.4. Soit P™ (resp. X(E) une variété torique projective complexe non singulière de dimension 
n) muni d'une métrique de kàhleruj. 

Il existe m n G N, tel que pour tout h G T-Lq (resp. h G We,o) et pour tout m > m n : 

-T((V n ,0j);(O(m),h m )) <~c' m , 

(resp.) 

-T((X(X),ujy,(E m ,h m ))<-c' m , 
où c' m est une constante réelle qui dépend uniquement de m et de uj. 

Le paragraphe (I4.ip est consacré à la comparaison entre Voo,* (définition (|2.7[) ) et la fonctionnelle 
étudiée par Berman dans [3]. En particulier, on retrouve une version faible d'un résultat de [3]. 

La plupart des démonstrations sont données dans le cas de P", mais elles s'étendent naturellement au 
cas d'une variété torique projective complexe non singulière. 
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2 Une inégalité fonctionnelle canonique sur une variété torique 
non-singulière 

Cette section est consacrée à l'introduction d'une nouvelle fonctionnelle, notée Voo,E,m> définie sur un 
espace de métriques sur un fibré en droites sur variété torique non-singulière, voir la définition (12.7p . et 
à son étude. Cette fonctionnelle a la particularité d'être canoniquement associée à la variété. 

Nous commençons tout d'abord par établir qu'on peut associer canoniquement à toute variété torique 
complexe non singulière une forme de volume, que nous explicitons localement en terme de la combina- 
toire de la variété, c'est le but du théorème (|2.6[) . 

Il est bien connu, voir par exemple [6] ou [7], qu'une variété torique projective normale sur C, cor- 
respond à la donnée d'un Z-module libre N et un éventail £ sur Ng, = N ®g R, et que tout diviseur 
de Cartier équivariant définit un polytope convexe dans Mr, où M est le dual de N. Il est possible de 
procéder autrement en partant d'un polytope convexe à sommets entiers et de lui associer une variété 
torique projective normale, voir théorème (|2.ip ci-dessous. Nous adopterons cette dernière construction, 
de sorte que toute variété torique considérée dans cet article soit attachée à un polytope convexe donné. 

Théorème 2.1. Soit A C R™ un polytope convexe d'intérieur non vide dont les sommet sont dans Z™. // 
existe un unique éventail complet £ dans R™ et un unique diviseur de Cartier E horizontal T -invariant 
sur X(Y<) tels que : 

1. A E = A. 

2. Le diviseur E est ample. 

L'éventail £ est le plus petit éventail complet tel que la fonction d'appui ?AaE1 es t linéaire par morceaux 
relativement à £. De plus, X(T,) est lisse si et seulement si le polytope A est absolument simple; dans ce 
cas, le diviseur E est très ample. 

Démonstration. Voir [T2l théorème 2.4.1]. □ 

Dans Batyrev et Tschinkel introduisent un recouvrement canonique pour toute variété torique 
projective lisse, nous utiliserons ce recouvrement pour construire une forme de volume continue canoni- 
quement attachée à la variété. Commençons par rappeler la construction de Batyrev et Tschinkel. 

Définition 2.2. [Batyrev et Tschinkel] Soit X{Y>), une variété torique projective sur C 7 définie par un 
éventail £. Pour tout c € E, on définit C a C ^(E) de la façon suivante : 



Proposition 2.3. Pour tout a € E, on a C a C U a et C a est compact. De plus, si r, r' £ E, alors : 



C a = {x<E X(E) : y me S, 



o n M, \ m es t régulier en x et |x m (a;)| < l}. 



rnr' • 



Démonstration. Voir |12L proposition 3.2.2]. 

Soit {mi, . . . une famille génératrice du semi- groupe S a . On dispose de l'immersion fermée : 



□ 



(fa- : U a 



C" 



(1) 



x 



( X mi (x),...,x m *(x)). 



On remarque que (p(C a ) — *ç{U a ) D £>(0, l) q . 



1. Va définit le polytope A. 
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Proposition 2.4. Si S est complet, alors les compacts C a forment un recouvrement de XÇE) lorsque a 
parcourt E max . 

Démonstration. |12l proposition 3.2.3]. □ 

Remarque 2.5. On suppose que X(S) est lisse, donc en particulier S est complet, dans ce cas, si on se 
donne /i une forme de volume sur X , alors pour toute fonction absolument intégrable / sur X, on a 



car C CT n Ca-' = Co-nc' est de dimension inférieure à dimc(XÇE)) — 1, lorsque a ^ a' G S max , et donc de 
mesure négligeable. 

Soit A un polytope absolument simple, et on considère X(H), la variété torique associée et E comme 
dans (|2.1[) . donc X (£) est non-singulière et E est très ample. On a alors le résultat suivant : 

Théorème 2.6. Il existe une unique forme volume continue sur X(T,), notée uf^ x telle que 

(wS l0 o)| tat(0 „) = vC(mo) Va G E max . 

où /Lto désigne la forme volume standard sur C™ , e£ int(*) est l'intérieur de *. .EVi particulier, si A = A n , 
(c'est à dire le polytope standard de W 1 ), donc XÇE) = P", alors on a 



n" =1 d^j A dzj 



(max (1, |zi|, . . . , |z„|)) 



«o^o} V 27T / / |X \ 2(«+l) ' 

^ = II pour j = 1, ...,n. 



Démonstration. Localement sur un ouvert assez petit U , on a cj^; ^ = / IlJ=i ^î/j ^ ou ■ • ■ > Vn es t 
un système local de coordonnées sur U et f est une fonction positive et continue sur U. Donc l'unicité 
résultera du (1.). 

On fera la preuve pour A = A„, c'est à dire X(E) = P". Notons par xo,...,x n les coordonnées 
homogènes standards de P", et posons sur l'ouvert {xq ^ 0}, Zj = ^ pour j = 1, . . . ,n. 

On considère la forme de volume wj^ sur P™, donnée sur {xq ^ 0} par 

/ \2(n+l)' 

(max (1, |zi|, . . . , |z„|)J 

Notons que cette dernière condition détermine de façon unique uj^. P" est défini par la donnée d'un Z- 
module N, libre de rang n et d'un éventail Spn (voir par exemple, pj § 1.4]. On note par M, le Z-module 
dual à N, on les identifie à Z™. On note par e%, . . . , e„ la base standard de Z™, et eo := — Z)" = i ej. On 
pose, 

n 

ejj-^ËR+ejk Vi = 0,...,n, 

fe=0 



5 



{(7o, cri, . . . , <r n }. Vérifions que 

n 

Sj := &j n M = Z+(e£ - e*) + Z+(-e*), et <S := & Q H M = ^Z 
fc=i fc=i 

où e* est le dual de e^, pour j = 1, . . . , n. 

Soit donc j : ^ 0, si m = 5Zfc=i m fc e it 6 ^ï> alors 

<TO,e fe > = m fe >0 Vfc£{0,j}, 
< m, e > = — mfc > 0. 



+p* 

e k- 



k=l 



Donc, 



m = m ke* k 



k=l 



Y,mk(el - e*) + (_g mjk )(_ e *) e ][>+(4 - e*) + Z+(-e*). 

k=l k=l fe=l 



Alors, ô-j n M C J2k=i Z+(e£ ~ eî) + Z+(-e*). 

Réciproquement si m G ^fe=i Z + (eî — e*) + Z + (— e*), alors m peut s'écrire comme suit : 



m 



■ ^2z k {e* k - e*) + Zj{-e*) 



k=l 



avec Zk G Z + pour k > 1. On a alors 

< m, efc > = Zfc G Z + Vk > 1, k ^ j, 

< m, eo > = G Z + . 

Par suite, £*=i Z+(e£ - eî) + Z+(-e*) C n M. 

Maintenant si j = 0, alors on vérifie que &q = ^fe=i ^ +e fe- 
Comme dans ([T}, on considère pour tout j = 1, . . . , n : 
^ : [/„ . — > C n 

(x eî ~ e ^ (a?), . . . , X e ' 3 - 1 ~ e ' 3 (x),X~ e * 3 (x), X e * i+1 ~ e * {x),..., X e " ~ e > (x)) . 



x 
et 



x — > (x eî (aO,...,x e »(a:)). 
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Zi-\ 1 Zj+l Z r 



1 Zj+l 



En passant aux coordonnées z\, . . . , z n , on obtient : 

ifi : V aj — > C" 

et 

z — > (zi,...,z n ). 

Rappelons que lorsque C™ est muni de sa métrique standard, alors la forme volume associée, /i est 
donnée par : 

/ ■ \ n n 

A*o = ( J Y[dy k Ady k 

^ 77 ' fe=i 

où {yi, . . . , y n } est un système local de coordonnées holomorphes sur C". 
Fixons j 7^ et posons m. = si k ^ j et y, ■ — 7- . Montrons que : 

(. \ n n 
fe=i 

En effet, sur l'intérieur de Cj, on a 

(^7 1 r<=(^) (r 



Uk=l dz k A ^ 



-V— 

9-n- / / \ 2(n+l) 

max 1, 



1 — 1 


V3-1 


' \vj\ 


1 + i 1 


1 — 1 


1 V 3 1 


' 1 y 3 1 




' 1 % 


1 w 1 




N -2(n+l) 


nL 


:1 dy k A (fi^T 




1 — 1 


1 1 


1 1 1 


1 y 3+1 1 




1 v 3 1 


' • ' • ' 1 y 3 - 1 


' 1 y, 1 


' 1 y 3 - 


1 2/j 1 



l 



2nJ max(l, |yi|, |y n |) 2(n+1) 

Sur Co, on a pose = pour fc = 1, . . . , n, alors 

/ i \™ ™ 



□ 
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2.1 La fonctionnelle V^, * 

On considère A n le polytope standard dans R™ (resp. A un polytope absolument simple). Soit P™ 
(resp. X(E)) l'espace projectif complexe de dimension n associé à A n (resp. la variété torique projective 
complexe non singulière associée à A) comme dans (|2.1I) . On considère la forme volume singulière lo^ 
(resp. lû£ ) sur P™ (resp. sur X(S)). 

Soit m G N>i. On dispose pour chaque métrique hermitienne continue h sur 0(1) (resp. sur E), de 
deux normes sur A(°>°) (P'\ O(m)) (resp. sur (X(S), £® m )) : 

1. La première norme notée par II • IL 2 (resp. || • IU2 ) est associée au produit hermitien suivant : 

(M> i2 = / DfM)^ V S) ie#°)(r,0(m)), 

(resp.) 

<M> £ , = / (/0(MK,oc Va,* G A<°>°)(X(£), S™), 

et on notera par h m ^ (resp./i i 2 hm OOE ) la norme hermitienne induite sur l'espace det if°(P n , 0{m)) 
(resp. det7ï (X(S),£; m )). 

2. La deuxième norme notée || ■ || sup (resp. || • Hs.sup)) es t définie comme suit : 

||s|| sup = sup || S (^)ll® m Vs G A^ Q \r\0{m)). 

(resp.) 

||.s|| S ,sup = sup \\s{x)\\® m VsGA^°\X(E),E m ). 

Rappelons qu'une métrique h sur E est dite admissible, si h est une limite uniforme d'une suite de 
métriques positives et de classe C°° . 

On note par Hq (resp. He,o), l'espace des métriques sur 0(1) (resp. E ) de classe C°°, admissibles et 
invariantes par l'action du tore compact de P" (resp. de X(E)). On introduit la définition suivante : 

Définition 2.7. Soit XÇE) une variété torique projective complexe non singulière. Pour tout m G N>i, 
on définit une fonctionnelle sur He,o en posant pour tout h G "H_e,o ■' 

== hghv thm>0OE +2 [ ch(E m ,h m ,hZ), 

où ch(i? m , h m , h™) est la classe de Bott-Chern généralisée^ associée à la suite exacte — > (E m , h m ) — > 
(E m , h™ ) — » et au caractère ch. 

Remarque 2.8. 

1. Contrairement à la fonctionnelle J r Wo introduite dans [3], voir (|12p . la fonctionnelle V^, ^ TO n'est pas 
invariante par multiplication par des constantes strictement positives. Plus précisément, si t > on 
a 

V 00 , E , m (th)=U n J -2— pjlog^) + V 00 , E , m {h) VhEHo. 



2. C'est à dire une forme différentielle généralisée, voir 1121 §4.3] 
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2- V 00 _E.m ne dépend pas à priori d'un choix de métrique kàhlérienne sur XÇE) ; ce qui n'est pas le cas 
de F UQ . 

Dans la suite, on suppose que A = A„ c'est à dire on se restreindra au cas de P n . 

On se propose d'étudier la fonctionnelle Voo,m> Pour cela, on va traduire cette étude en un problème 
de la géométrie convexe sur R™, par l'intermédiaire de la correspondance suivante : Soit h G Ho, on lui 
associe la fonction suivante : 

f h (u) =log|| • ||(exp(-u)) Vuel". 

où exp(— ■) 

R" — > P" 

u= (m,.. -,u n ) — y exp(-u) := [l : exp(-ui), . . . ,exp(-u„)]. 

Rappelons que cette fonction a été introduite par Burgos, Philippon et Sombra dans [S] afin d'étudier les 
hauteurs des variétés toriques projectives. On montre, voir [S], que h h- > f h définit une correspondance 
bijective entre les éléments de Ho et une classe de fonctions concaves de classe C°° sur R™. 
On appelle la transformée de Legendre-Fenchel de fh, la fonction suivante : 

fh(x) = inf (< x, u > -fh(u)) si x G A„, 

fh{x) = — oo sinon. 

Comme h est invariante par (S 1 )™ alors 

oùV m = {v = (vt, . . . , v n ) G N" | Y!j=i v i < m ) et {z"\v & V m ) est une base de H°(P n , 0{m)) formée 
par les monômes de degré inférieur à m. 



Le résultat suivant sera utile dans la suite : 

Théorème 2.9. Soit P" l'espace projectif de dimension n (resp. X(E) une variété torique projetive 
non- singulière) sur C. 0(1) = (0(1), /i) (resp. E = (E,h)) le fibré de Serre (resp. un fibré en droites 
équivariant) muni d'une métrique h, positive et invariante par l'action du tore compact de P" (resp. 
X(E)). On a 

f ch(0(l),h,h oo )= [ f h 

(resp.) 

[ ch(.E,Moc) - / fh- 
J x Ja 

où hrx, est la métrique canonique sur 0(1) (resp. sur E). 

Démonstration. See |13l § 9.3]. □ 

Pour tout v — (v\, . . . , Vn) G W 1 tel que ^fe=i v k < m i 011 considère l'ensemble : 

r , i l'i v* + 1 -, 

A„ „ = {x 6 A n — < Xj < — Vj = l,...,n). 

'mm 
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On vérifie que la famille formée par ces ensembles forme une partition de A„ . On considère les polynômes 
R v suivants : 



n n 



R v (x) = (l - v k + m x k ) JJ (l + u k - mx k ). 

k=l k=l k=l 

On notera par ip la fonction définie sur l'ouvert {xq ^ 0} par : 

i>{z) = Uogh{l,l). 

Dans ce cas h{z v ,z u ) = \ z \^ e ^(^ sur {x ^ 0} et que f h (u) = ^(exp(u)) pour tout u G W l . 

Proposition 2.10. Soit h G Ho- On a 

log<^) L2 _ < Ij^-y^ J A Jo g R^)dx + lo g (n + l), (2) 

pour tout h G Tio, m G N>i et v G V m . Le terme à droite est fini. 
Démonstration. Fixons v comme avant et soit x G A„ jly , on a 



(//) £>m = E / fc® ro 0*V)w£, d'après (£3 

n p 
j=0 JG i 



E 



= E/ |z| 2 ^ 2ma; |z| 2ma; e 2m,/j(z) ^ 
i=o Jc i 

< Y, SU P (\z\ 2mx e 2m ^) / 

j— C 

n „ 

< V sup (|z| 2m V™^) / 

n „ 

V sup ( e (- 2 <«.»>+M(«))] / | 2 | 

i=0 MGR™ ^ ' ,/c, 



„|2^ — 2mi, ,n 



_j2z^ — 2ma: ,n 



e ~2m inf tieE n(<a:, u>-/(u)) / |^|2i/-2TOa: w n 



E 

J=0 



J=0 



Ci 



,. n n » 

•/Co •/(?• 



„ \2v— 2mx , ,n 
\Z\ LO^ 
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Calculons les intégrales qui figurent dans la dernière ligne : Si j ^ 0, en utilisant les changements de 
variables évidents, on a : 



JLj 3 fe=l 

.11 n 
» n n 

•W]" fc=i ' k=i 

k^j 



1 



" 1 

n (i + v h - 



1 - YZ=l V k + m J2k=l X k £Ji (1 + ^fc - mx k) ' 

k^J 



Pour j = 0, on obtient 



n x 

n (i + ^ - 



/co °° ^ (1 + ffc - mïfc) 

Notons que comme a; S A n)!/ , alors toutes ces intégrales sont convergentes. 

Donc. 



z % ^ e_2mÀ(a:) (n t?— J — \ + è — — n — ■ — t) 

'^h-.oo \aa (1 + v k - mx k ) ^ 1 - 2^k=i"k + m}^ k=1 x k ^{1 + v k - mx k )/ 



e 



-2m/ h (»_ 



k^j 

n +1 A 1 



1 - ELi v k +mJ2l =1 Xk n (1 + i/j. - mi t ) ' 

Récapitulons, en posant R l/ (x) = (l — X)fe=i ^fe + m Sfc=i Tl ^ = i ( 1 + v k — ™^fe), on a montré que 

log^V")^ <-2m/ h (a;) + log(n+l) -logiez), (3) 

pour tout v — (yx, . . . , v n ) e N™ avec J2j=i Vj < m et x £ A nj „. 

Par définition de R v , on vérifie que log R v est absolument intégrable sur n™ =1 [^,^±i], et donc sur 

"n.i/ <- llj=l Lot' m J ' 

De ([3]) et en intégrant sur A„ it/ , on obtient : 

log(zV) 2 <-2m— i -f h{x)dx-—^- -f logR v (x)dx + log(n + l). 

hm -~ Vol(A nj „) J An v Vol(A„^) J An v 

□ 

Remarque 2.11. Même si Voo. m n'est pas invariante (voir (|2.8p ). on note que si l'on multiplie h par 
t > 0, alors on a, 

-2mf h (x)-log(z",z") L2 =-2mf th (x)-\og(z",z») L2 Vf > 0. (4) 
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Théorème 2.12. Pour tout m G N>2, il existe une constante c m qui dépend uniquement de m telle que 

Voo, m {h)<c m VheHonih^hov}. (5) 

Lorsque m 3> 1, alors 

Voc,m(h)<c m \/heH . (6) 

Démonstration. Commençons par montrer que la deuxième assertion découle de la première. En effet, on 
a pour tout h S 7io et t > fixé : 



/ n + m 



logt + 2— -y- log* + V^mith) 



n / n\ 



ni n 



2 — — )(-1ogt) + Voa, m (th). 



Comme ( n + m j est un polynôme de degré n en m, alors on peut trouver ro>l qui ne dépend pas de h 
tel que : 

V^ m (h) <V^ m (th) V0<i<l. 
Par compacité de P™, on peut trouver < io < 1 tel que toh < h^. Donc (O découle de (0). 

Soit /i G %o tel que /i < hoo et montrons ([5]). On a, 

fa(x) > f hoo (x) VxeA„. 
Or, on peut vérifier que fh^ix) — pour tout a; G A„. Donc, 

fh(x)>0 VieA„ V/ieHo 'ih<h 00 . 
Notons que A„^ C f]"=i ^^T 1 ] ' alors Vol(A„^) < On a dans ce cas : 

+ ( j lo S(" + !) d'après (|2~TUj) 

= —2m TT rri — r / fh(x)dx — ,.\ r / log R v (x)dx 

v f£ m Vol(A n , v ) Vol(A„) J An <u Jhy ' ^ Vol(A„ >I/ ) J An v 6 ^ ; 



ri 



log(n + 1) 



< -2m V , , t 7 / f h (x)dx- V — — / log R v {x)dx 

Jëp m Vol ( A «) Ja„. v Vol(A n ,„) y An _ B 

n + m\ 

log 71 + 1 



3. On a choisit une mesure de Lebesgue sur R" , vérifiant Vol([0, 1]") = 1 

12 



log(n+l). 



n + m 
n 

Récapitulons, nous venons d'établir l'inégalité suivante 



log/ lL 2. hmoo + 2m"+ 1 f f h (x)dx<- V —1 f \ogR u (x)dx+( n + m )\og(n+l). 

Ja„ 4^1- Vol(A„ !t/ ) J An „ \ n J 

Mais d'après (12.91) . on a 



fh(x)dx= / C h(0(l),Moc). 

A„ JP" 

Si l'on pose 

El f f n + m\ 

—- -/ logR v (x)dx+[ log(n + l), 

ueTm Vol(A n>I/ ) y An >/ V n / 

alors on conclut que, 

V 00<m {h)=logh L2 , hm , 00 +2 [ d(0(m),r,C)<Cm, VmeN V h g H n {ft < ft»}. 

□ 

Soit X une variété torique non-singulière. On fixe = c\{E, ho) une forme de Chern positive dans la 
classe a(E), avec ho invariante par l'action du tore compact. Soit h G Tio- Soit u := — log j^. On pose : 

P Uo [u](a;) = sup{w(x) \v G 'H Wo , v < u] Va; G X. 

On note par P[/i] la métrique donnée par ho e~ Pw °[ a '. 

Lemme 2.13. Si h G Ho, alors P[h] > h et P[h] G He,o- 

Démonstration. Pour la positivité de P[h] on peut consulter §1.4]. Soit 9 G (S 1 )" le tore compact de 
XÇEi). On note par 9 ■ x, l'action de 9 sur un point x de X(S). Par définition, on a P[u](9 ■ x) > v(6 ■ x), 
si v < u et v G "H^q. Supposons que v G "H^, v < u et posons v# la fonction définie par v$(x) = v{9 ■ x) 
pour tout x G Il est clair que vg G %u, . 

On a = v{6 ■ x) < u(9 ■ x) — u(x) (u est invariante par l'action du tore compact). Donc, 

P[u](x) > v e (x). Par suite, P[u}{x) > P[u}(9 ■ x) V0 G (S 1 )". On déduit que 

P[u){6-x) =P[u](x) V9e(§, 1 ) n . 

Par suite, P[h] G U E ,0' □ 

Lorsque X = P 1 , alors on peut établir comme dans [3] § 3.3] : 

pour toute métrique de classe C°° et invariante par l'action de S . En effet, en suivant 3.3], on 
obtient : 



C h(0(l),Moo)< / dl{0(l),P[h],hao), 

donc, 

V 00 , m (h) = logh L2>hmi00 +2 [ ch(0(m),h m ,h™) 



<log^ 1 (P[h])» >00 + 2 / *(0(m),(P[ft]) m ,ft™) 

= K», m (P[fc]). 
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3 Applications à la torsion analytique holomorphe 

Dans ce paragraphe, on s'intéresse au comportement de la torsion analytique holomorphe lorsque la 
métrique varie dans Hq. Cette étude est motivée par une conjecture de Gillet et Soulé qui prédit que le 
déterminant régularisé vu comme fonction en la métrique est borné supérieurment, voir [S]- 

3.1 Rappels 

Soit X variété projective complexe non singulière de dimension n et hx une métrique C°° hermiticnnc 
sur TX et cj sa forme de Kàhler associée. On considère pour tout q = 0, . . . , n, l'opérateur de Kodaira A q , 
agissant sur A^°' q \X, E) et on note par (a, sa fonction Zêta. On sait que £ ç s'étend méromorphiquement 
au plan complexe et holomorphiquement au voisinage de zéro. On définit alors le déterminant régularisé 
par : 

det(A ? ) :=exp(-& B (0)), 
Rappelons leur construction et l'énoncé de la conjecture : Pour tout q > 0, les espaces : 

B q = ~d{A°' q ~ 1 {X,E)) c A 0,q (X,E) q>l. 

B° = 0, et la fonction Zêta 

Cs«(0) = Tr(A- s |B«) Re ( s )>n. 

et on a, 

Ca,(s) = (b«(s) +Cb<!+i(s), 

et 

Cb^(s) = Ca» - Ca^Cs) + Ca, +2 (s) + . . . + (-1) 9 Ca (s). 

On définit : 

D q (E,h)=eM-C B °(Q))- 
Dans [8J, Gillet et Soulé énoncent la conjecture suivante : 

Conjecture 3.1. Il existe une constante C q {E) telle que, pour tout choix de métrique sur E, on a 

D q (E,h) <C q {E) Vg>l. 

Remarque 3.2. 

1. D q (E, h) = D q (E, th) pour tout réel t > 0. 

2. On a D q (E, h) = D n+ i^ q (E, h), où E = E* ® Kx et h est la métrique sur E induite par h et hx- 
Rappelons que la torsion analytique holomorphe pour (X, hx) et (E, h) est par définition : 

n 

T{(X,u,);(E,h)) =E(- 1 ) 9+ Va,(0). 
On appelle métrique de Quillen sur le déterminant de cohomologie, X(E) la métrique suivante : 

où h L 2 h u est la métrique L 2 induite par h et lu. 
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On a, 

n 

T((X,h x ); (E, h)) = £(-l) 9+1 ç(C^ (0) + (0)) 



n n n 

= E(- 1 ) 9+1 ^(o) + + i)cw(o) - £(-i) ,+1 cW(o) 

n n n 

= E(- 1 ) 9+1 ^(0)+E(- 1 )" +2 ^(0)-E(- 1 )^(0) (onaS°=0, = 0) 

ç=0 <?=1 g=l 

n 

= -£(-i) a &.(o). 

9=1 



Donc, 



exp(-T((X, h x ); (E, h)j) = *[[ D q (E, h)^ q+1 . 

En particulier si dimc(-X') = 1, alors 

exp(-T((X, (S, h))) - Di(E, h). (7) 

3.2 Sur la variation de la torsion analytique holomorphe 

Théorème 3.3. Soit P" (resp. X(H) une variété torique projective complexe non singulière de dimension 
n) muni d'une métrique de kàhler lu. Il existe m n G N tel que pour tout m G N>i, 

-T((F n ,u);(0(m),h m )) < -c' m Vm e N> m „ V^G%, 

(resp.) 

-T((X(E),w); (£ m ,/i m )) < -4 Vm e N> m „ VfteHo, 

om c^„ est une constante réelle qui dépend uniquement de m et de oj. 

Démonstration. Montrons d'abord qu'on peut se ramener au cas eu = ljfs- Soit uj une forme kàhlérienne 
C°° quelconque sur TP™ et hp™ la métrique hermitienne associée. Considérons un représentant pour de 
la classe de Bott-Chern Td(TF n ,h Fn ,h pn FS ). Comme lofs es t strictement positive et par compacité de 
P", il existe P, un polynôme en u>fs, tel que 

< fd(T¥ n , h rn , V, FS ) + P("fs) < 2P(lofs), 
dans A(¥ n ) ; l'algèbre des formes (*, *)-formes différentielles sur P™. 

On suppose en premier temps que h est une métrique positive et de classe C°° sur 0(1). Comme 
ci ((0(1), h)) > par hypothèse, et que ch est une série à coefficients positifs, alors 

< ch(0(m),/i m )Td(TP", h rn , V, FS ) +ch(0(m),h m )P(LUFs) < 2ch(0{m),h m )P(u FS ). 
Par suite, 

-/ ch(0(m),h m )P(ujFs) < f ch(0(m),h m )fd(TP n ,h rn ,h FriFS ) < f ch(0(m), h m )P(w FS ). 
Jt" Jt" Jp n 
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Or, d'après 0j, on dispose d'une formule donnant la variation de la métrique de Quillen lorsqu'on change 
la métrique sur TP n (resp. sur TXÇE)) : 



log hQ ' hm ' u = I ch(0(m),h m )Td(TP n ,h rn ,h prltFS ). 



Par suite, pour toute métrique positive et de classe C°° h sur (9(1), on a : 

ch(0(m), h m )P(u FS ) < - log hQ h hm ^ FS < f ch(0(m),h m )P(u FS ). 



hQ,h™,u 

Comme j pn P \uj F s)ch((0(m) , h m )j ne dépend pas de h, alors on peut supposer dans la suite que uj = ujps- 

On munit P™ de la forme de Fubini-Study, ujps- Soit h une métrique positive de classe C°° et invariante 
par l'action du tore compact (S 1 )" sur 0(1). Comme T((P", lu fs ); (O(m), (th) rn )) = T((¥ n ,u FS ); (<D(m),h m )), 
où t > fixé. Alors, on peut supposer que h vérifie : 

h < h FS (< hoc), 

On en déduit que, LUp S < lu^ et donc : 

hL 2 ,h m ,u FS ^ h L 2 hm oo . (8) 

On a 



-log 'JM <a£â = / &(p(m),h m ,h£)Td(TP» FS ), 
' l Q,h™,uiFs JP" 

où hQ t h m .,UFs désigne la métrique de Quillen généralisée associée à h™ et u> F s, voir [TU]. Donc, 



-T((F n ,u FS );(0(m),h m ))= \ ch(0(m),h m ,h™)Td(TP" FS ) 

hL 2 ,h" 



r((p' l , WFS );(0(m),^))+iog 



On montre que la classe de Bott-Chern associée à la suite métrisée d'Euler sur P™ : 

n+1 



est fermée, (voir par exemple |FJ proposition 5.3]). On a donc, Td(TP n FS ) = Td(0(l) FS ) n+1 ■ 
On a 



di(0(m),h m ,hZ)Td(TWn FS )= I c\i{0(m),h m ,hZ)Td{0{l) FS ) n+l 

cn(0(m), h m ,hZ) + f ch(0(m), ft™, (™(Ô(ÏW n+1 
2/ ch{0(m),h m ,hZ)- [ ch(0(m),h m ,hZ) 
ch(0(m), C) (Td(Ô(î) FS )" +1 - 1) 
= 2/ ch(0(m),h m ,hZ) - [ ch(0(m),h m ,hZ) 

JP« JP" 

^o{m),h m ,hz)c x (pô) FS y. 

JP" 



- 1 
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les bj sont les cofficients de la série formelle en x suivante Td{x) = 1 _ x e - I = 1 + b\x + 62 ^ 2 + • • ■• 
Rappelons que /i_L 2 ,fi m ,oo est le volume L 2 définie dans (|2.f p . Par ce qui précède, on a : 

-T((F n ,u FS y,(0(m),h m )) =\ogh L . th m t00 + 2 [ ch(0(m), h m , h£) 

n „ 

ch{0(m),h m ,hZ)+^2b j / &(0(m),h m ,hZ)c 1 (Ô(ï) PS Y 
+ logh L 2 jhmibJFS ~ lagh L 2, hm<00 - \ogh L 2j lZ ^ FS - T((P n ,uj FS ); (0(m), hg)) 

--Voo, m (h)- f ch(0(m),h m ,hZ)+T / b j [ ch(0(m),h m ,hZ) Cl (Ô^ Fs y 
Jp« . =1 Jp" 

+ lDgfc £ajh » 1<i; , s -bgft ia , h « )00 -bg|| • \\l 2 , hm ^ FS ~T((P n ,u; FS );(0(m),hZ)) 



< On 



f ch(0(m),h m ,hZ)+J2bJ C h(0{ m ),h"\h™) Cl {0(l) Fs y 
/P" . =1 Jp™ 

-bgft £ajhSj(1> , s -T((P",u FS );(0(m),/C)) par (HH, l'inégalité ©. 
Donc, on a montré que pour tout m S N>i, et pour tout métrique h positive et C°° sur E : 

-T{{V n ,u FS );{0{m),h m )) <c' m - f ch(0(m),h m ,h™) + f> [ &(0(m),h m ,hZ)c 1 (Ô(ï)Fs) i > 

Jp™ - =l Jp" 

(9) 

où on a posé c' m :— c m — \ogh L 2 h rn UFS — T((P" ,lo F s); (0(m), h™)). D'après [TU], l'inégalité précédente 
s'étend à T-Lq. 

On se propose maintenant d'établir que la fonctionnelle suivante est majorée sur ~Hq pour m assez 
grand : 

n - 

ch{0(m),h m ,h^)+Y l b j / &{0(m),h m ,hZ)c l {Ô(ïj FS )i, 
Pour cela on aura besoin de montrer que : 



ch(0(l),/ l ,ft 0O )c 1 (0(l) FS ) J < j\2 n+1 / ch(0(l),Moo) Vj = l,...,n 

En fait, cela résulte d'un fait plus général prouvé dans le lemme suivant : 

Lemme 3.4. Soit h <hç, < trois métriques hermitiennes, avec h, ho G Hq. On a, 



ch(0(l), h, /ioo)ci(O(l) y < j\ 2 n+1 / ch(0(l), h, hoo) V j = 1, . . . ,! 

Jp™ 

Démonstration. Montrons ce lemme. On a 

ch(0(l), fe, /i oo )ch(0(m), h") = / ch(0(m + 1), h ® ftg 1 , &«, g> fc^) 



?" 



ch(0(m + 1), h ® C - / ch(0(m + 1), h x ® ftg 1 , 



?" 
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(1 + m)" +1 / ch(0(l), (h ® hF)?àz, hoo) - (1 + m) n+1 / ch(C(l), ® /i^^i./ioc) 
Jp™ JP" 

(l+m) n+1 J ( f ^^ )\x)dx - (1 + m)" +1 / d'après (E3. 



Comme on a supposé que //, < / := log || • || (exp(— )) < ; alors fh £^ a > fh, et / ° c 1 ^" Jo < /«>, 
donc 

/ cn(0(l),/i,/i oo )ch(0(m),/ l ™) < (l + m) n+1 / A(x)da! Vm e N. (10) 

On a L„ ch(0(l), h, /i oo )ch(0(m), /i™) est un polynôme à coefficients positifs. En effet, la forme 
généralisée ch(0(l), h, hoo) est positive, puisqu'elle est localement somme de termes de la forme 

(- log J^)c 1 (0(l),h) i c 1 (0(l),h oo ) n -* j = 0,...,n, 

les métriques sont positives, h < et ch(0(m), ft™) est positif aussi. On écrit : 

/ ch(0(l),/ ï ,/ loo )ch(0(m),^ 1 ) =èTT / ch(O(l),/ l ,/ loo ) Cl (O(l),/ l0 ) 
Jp™ k=0 ■ JP" 

fc=0 

avec Çfc := J p „ ch(C(l), /i, /i 00 )ci(0(l), /io) fe pour k = 0,...,n, et on pose q := J A f(x)dx. Sous ces 
notations, (TTU)) s'écrit : 

n 

XI §F m * ^ C 1 + VmeN. 

fc=0 

On déduit que Ij 771 * < Sj=o fr TO "' — 9(1 + m) n+1 , pour tout m G N. En particulier pour m = 1, on 
obtient q^ < k\2 n+1 q pour tout k = 1, . . . , n. Notons que pour j = 0, si on prend m = alors go < 9- 
Récapitulons, on a montré que 

qo<q, q 3 <]\2 n+1 q V j = 1, . . . , ra. (11) 

□ 

D'après ([9]), et en prenant ho — hps, et par (fTTjl . on obtient : 

-T((P",u; FS );(0(m),/i ro )) <4-m n+1 / ch(0(l), h, ^) + V 6 i m B+1 ^ / ch(0(l), h, / loo )c 1 (Ô(î) Fs y 

JP" J - =1 Jp" 

n « 
= c4 - m n+1 g + V ^m^ 1 ^ notons que q = / ch(0(l),/i, ft^) 

n 

< - m ,l+1 q + X 2" + 1 q|/j J |m n+1 - i 
J'=l 

n 
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pour tout m G N et h < hps- positive et invariante par l'action du tore compact (S 1 )". 

On peut trouver m® G N tel que — m n+1 + Y^j=i 2 n \b n +i-j \fn 3 < pour tout m > uiq. Comme 
q > 0. on conclut que 

-T((F n ,u FS );(0(m),h m )) < -c' m Vm>m„. 

□ 

Remarque 3.5. En dimension 1, on obtient : 

D(0(m),h m ) <-c' m VheHo Vm>l. 
Corollaire 3.6. Sous ces hypothèses, on a 

l[D 2q (0(m),h m )<-c' m f[ D 2q+1 (0(m),h m ), 

q=0 q=Q 

pour tout h G Ho- 

4 Rappel sur la fonctionnelle et résultats antérieurs connexes 

Dans ce paragraphe, on introduit deux fonctionnelles classiques sur l'espace de métriques positives sur 
un fibre en droites ample sur une variété kâhlérienne compacte. Soit X une variété compacte kàhlérienne. 
Si L est un fibré en droites ample sur X, alors il existe une forme de Kâhler luq dans la première classe 
de Chern c\(L). On pose 

H Uo = {u e C°°{X) | uj u := dd c u + uj > 0}, 

cet ensemble s'identifie à l'ensemble des métriques C°° définies positives sur L. Classiquement, on définit 
deux fonctionnelles, £ Wo et £ Uo , sur r H, LOa . La première fonctionnelle £ Uo , appelée la fonctionnelle d'énergie 
qui apparaît dans les travaux d'Aubin cf. [Q et Mabuchi cf. [TT], elle se définit comme suit : 



1 n f 

£ - (U) := (n+l)!VolM Ç J x U(ddCU + ^ A ^ 



j=o- 

On a, u>o définit une métrique kàhlérienne sur X, et donc sur Kx- Soit u G H^, u définit donc une 
métrique sur L. Cela nous donne une métrique sur H°(X, L <8> Kx)- La fonctionnelle C^o est alors définie 
comme suit : 

£ Uo (u) := -— logdet«s i ,s J -» 1 <. j .< Ar , 

avec si, . . . , sn est un ensemble orthogonal de sections globales de L <g) Kx pour la métrique définie par 
ojq et formant une base pour H°(X, L (g) Kx), voir [3]. 



On pose, 



T —F - C 



L est supposé ample, c'est à dire que L admet une métrique ho de classe C°° telle que u>q := ci(L, ho) 
soit une forme de Kâhler. On pose 

H uo := {u G C°°(X) | lo u := cta c u + u; > 0} 

cet ensemble s'identifie avec l'espace des métriques hermitiennes de classe C°° et positives sur L. 

Sur T-Lu, , on considère deux fonctionnelles 
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1. La fonctionnelle d'énergie, Z U)0 : 

£u ° ^ := {n + i)W ^ j x u ( ddC + U} °y A u ô' J = y J ^( L ' h u, ' 



(n + 1)! 

V — f — 

V JX n\ ■ 



i=0 ' 

OU 



2. La fonctionnelle C Uo , voir O § 1.2] : 

On munit le fibré en droites canonique Kx, de la métrique induite par loq. On pose : 

£ "oW : = -^ 1 °g dct « S ^ S j))l< ÎJ <Ar' 

N = dim_ff°(X, L + Kx), supposé non nul, où {sj} est une base de H°(X, L + Kx), orthogonale 
pour la métrique induite par uiq. 

Dans [3J, Berman considère la fonctionnelle suivante sur Tl Uo : 

qui est invariante par addition de constantes. 

Supposons que {X, L) est X-homogène, c'est à dire il existe un groupe de Lie compact semi-simple 
K qui agit transitivement sur X, et que cette action se relève à L. Soit ojq l'unique forme de Kàhler 
invariante par l'action de K sur X. 

Théorème 4.1. Soit L un fibré en droites holomorphe K -homogène sur X , alors 

avec égalité lorsgue u est constante, modulo l'action de Auto(X, L). 
Démonstration. Voir [3j corollaire 2]. □ 

4.1 Comparaison de et de V^* 

On se propose dans ce paragraphe de comparer Voo,m, La fonctionnelle introduite dans ce texte, avec 
l'approche de [3j. 

On considère P" muni d'une forme de Kàhler luq := ci(0(l), ho) invariante par (S 1 )™. D'après [3J, on 

a 

^- H = -pUyi°g n < >^ m , wo + V (0(m)) //(° (m) ' r ' ft «) ^ °' V ™ eN >i 

pour toute h € %j , où on a posé u = — mlog 



Théorème 4.2. existe N EN et une constante c qui dépend uniquement de ho telle que 

1 

où ui, := — mlog-r-^— . 



F muo {uh) < fn +m - 2 \ V m -2(h) + c, yhelio y m > N. 
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nl( n+m - 2 )m n+1 

Démonstration. Notons qu'il existe donc N G N tel que pour tout m > N, on a — - — < 

2(m — 2)™ +1 . En effet, par la formule de Stirling, on trouve que lrnim^oo ^ " — - = \. 

Comme P" est compact, alors il existe to > tel que Up S < tow^- Soit m > N, on a 



rr 2 ) , 6 iL ' — ^H)i 

ch(O(m),/i^,/iS)+logt 



1 



F(0(m)) J P 



, / jn+m— 2\ 

1 



n+m-2\ rn n+l 



?" 



ch(O(m),/i^,C)+logt 



^^^(log H <^ ; ^>^ moc +2(^- 2 r +1 / ch(0(l),Moo) 



1 

v(o(m)) y P 



ch(0(m),/ l ™,0+logt 



1 „ 1 

V(Ôlm)) J r 



(n+m -*Vm-2{h) - v(n(m ^ j_ ch(O(m),^,C)+logt . 



Comme y^km)] /p™ ch((D(m), h™, h™} > 0, par conséquent : 

^i^iog p <*v v >i*„, M0 +^^£^ 



Donc, en posant = — log j^— , on a montré que 



•Fmwo K) < / ra+m _ 2 N K.-2 (/i) + log t V/ieHo V m > JV. 
V n y 

□ 

Corollaire 4.3. Si Kxs.m est majorée alors T mUa l'est aussi. 

Démonstration. Cela résulte directement du théorème précédent. □ 

Pour tout m 6 N>i, on note par H mUOt o le sous ensemble de % mWo qui correspond aux métriques 
positives C°° invariantes par (S 1 )™ sur 0(m). On retrouve une version faible du (|4.1I) : 

Corollaire 4.4. Il existe N G N tel que 

^muol") < c m Vm e Umw o ,0 Vm > 2V, 
où c!l est ime constante réelle qui dépend uniquement de m et ujq. 
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Démonstration. On a montré que, dans la proposition précédente que : 

^.(Uli) < (n+m -2S v m-2(h) + logto V/ieHo V m > N. 
\ n ) 

D'après (|2.12p . on déduit que 

Fmu (uh) < , n+m -2\ c "-2 + lo S*o- 

V n ) 

□ 
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